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１ 
(1) 

 a=OA ， b


=OB ， c=OC （ cba  ,, は互いに独立なベクトル）とすると， ac 
-=AC ， 

また， ( )ba
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2
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2
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( ) ( )

( ) ( )

( )baacabcacc

bacac

bacac







×++×-×-×-=

þ
ý
ü

î
í
ì --×-=

þ
ý
ü

î
í
ì --×-=×

22

2
1

2
1
2
1ABDE

　　　　

　　　　  

 ここで，正四面体の各面は正三角形だから， 

2
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÷
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(2) 

 目の積が 10 の倍数になるための条件は，5 の目と偶数の目が出ることである。 

解法 1：余事象の確率を使う。 
 5 の目がでる確率を ( )5P ，偶数の目が出る確率を ( )eP とすると，余事象の確率は， 
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　　　　　　 PPPP
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 よって，求める確率は，
3
1

3
21 =-  ・・・（答） 
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解法 2：排反に分類し，直接求める。 

積が 10 の倍数になる場合を排反に分類すると，次のようになる。 

場合 A：（5 の目，偶数の目，1,3 の目） 

場合 B：（5 の目，5 の目，偶数の目） 

場合 C：（5 の目，偶数の目，偶数の目） 

 場合 A の確率 

  1 つのサイコロから 5 の目が出る確率
6
1

=  

  1 つのサイコロから偶数の目が出る確率
6
3

=  

  1 つのサイコロから 3,4 の目が出る確率
6
2

=  

  どのサイコロからどの目が出るかの場合の数 !3= 通り 

  よって，場合 A の確率 36
36!3

6
3

6
2

6
1

=×××=  

 場合 B の確率 

  同様に， 36
93

6
3

6
1

6
1

=×××  

 場合 C の確率 

  同様に， 36
273

6
3

6
3

6
1

=×××  

 求める確率は，場合 A または場合 B または場合 C の確率より， 
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２ 
(1) 

略解 1 
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  71.04771.473log1003log 10
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10 +===  

  10log71.03log 1010 << より， 10log473log3log47 10
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1010 +<<+  

  48
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10 10log3log103log <<×\  

4810047 103103 <<×\  

  これと 0
2

11010
2
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-×
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  よって，48 桁 ・・・（答） 

略解 2 
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100
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 よって，48 桁 ・・・（答） 

補足 

2
13100 -
が 48 桁であることは直感できる（多分）。 

だから，適当な不等式を作って，それを示せばよい。 
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(2) 

 [ ] kn = （ kは自然数）とおくと， 

これを [ ] kn = を満たす nは， 1+<£ knk  1222 ++<£\ kknk  

よって， [ ]n ，つまり kを約数にもつ nは， ( ) ( )2,1,2 ++ kkkkk である。 

kを約数にもつ nが 3 数存在するとき 

( ) ( ) 10000211 2 £+<+<£ kkkkk より， 99,,3,2,1 =k  

kを約数にもつ nが 1 つだけのとき 

 ( )1100002 +<£ kkk より， 100=k  

 よって，求める個数は， 2981993 =+´  ・・・（答） 

 補足 

   実験すると， 
n  [ ]n  

1 1 

2 1 

3 1 

4 2 

5 2 

6 2 

7 2 

8 2 

9 3 

10 3 

11 3 

12 3 

13 3 

14 3 

15 3 

  これより， [ ]n を約数にもつ nは 3 つずつあることが推測できる。 
これを [ ] 1+<£Û= mAmmA を利用して示せばよい。 
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３ 
(1) 

 Cと lが共有点をもつとき， axxxx =+- 23 23 が成り立つ。 
( ) 0232 =-+-\ axxx  0=\ x ， 0232 =-+- axx  

 よって，Cと lが原点以外に共有点をもつとき， 

0232 =-+- axx が 0¹x を満たす実数解をもつ。 

これは
4
1

2
323

2
2 -÷

ø
ö

ç
è
æ -=+-= xxxy ( )0¹x と ay = が共有点をもつことと同値であるから， 

求める実数 aの範囲は，下図より，
4
1

-³a  ・・・（答） 
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(2) 

 ( )aS は， ( )xaxxy -+-= 23 23 と x軸とで囲まれた部分の面積としてよい。 

 ここで， 0232 =-+- axx の解を ba , （ ba £ ）とすると， 

 ( )xaxxy -+-= 23 23 と x軸との交点は， ( ) ( ) ( )0,,0,,0,0 ba  
 ba ,,0 の大小関係については， 

(1)より， 2³a のとき ba <£ 0 ， 2
4
1

£<- a のとき ba <£0 である。 

（ⅰ） 2³a のとき 

( ) ( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }
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  3=+ ba ， a-= 2ab より， 

  ( ) ( ) 522292222 +=--=-+=+ aaabbaba  

  ( ) ( ) ( ) 9929273333 +=--=+-+=+ aabaabbaba  

  ( ) ( ) ( ) 1728222522 2222222244 ++=--+=-+=+ aaaabababa  
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 よって， 2=a のとき，最小値 ( )
4

272 =S をとなる。 
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（ⅱ） 2
4
1

££- a のとき 
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   ここで， 0232 =-+- aaa ， 0232 =-+- bbb より， 
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同様に， 
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 0232 =-+- axx の解を ba , （ ba £ ）としたから，
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( ) ( )
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これと 014952 >+++ aa より，増減表は次のようになる。 

( )
( )

4
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0

222738
4
1

¯

+-¢

--

極小aS

aS

a 

 

よって， ( )aS は， 22738 -=a のとき最小となる。 

    以上（ⅰ），（ⅱ）より， 

( )aS が最小値をとるときの aの値は， 22738 -  ・・・（答） 
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４ 
(1) 
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(2) 

 (1)より， ( )( )knkn
ak +-+

=
1
1 ( ),3,2,1=k であることが推測されるので， 

 これが成り立つことを数学的帰納法により示す。 

（ⅰ） 

1=k のとき 

 ( )1
1

1 +
=

nn
a より， ( )( )knkn

ak +-+
=

1
1

が成り立つ。 
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（ⅱ） 

  lk ,,3,2,1 = において ( )( )lnln
al +-+

=
1
1

が成り立つと仮定すると， 
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=
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よって， 1+= lk のときも ( )( )knkn
ak +-+

=
1
1

が成り立つ。 

（ⅰ），（ⅱ）より，任意の自然数 kについて， ( )( )knkn
ak +-+

=
1
1

が成り立つ。 

ゆえに， ( )( )knkn
ak +-+

=
1
1

 ・・・（答） 

(3) 

( ) ( )22 1
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-+

<<
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a
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k より，
1
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a
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+
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=
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 ここで， 

( )[ ] 2log1log
1

1

1

11lim 1
0

1

0
1

=+=
+

=
+

òå
=

¥®
xdx

x
n
kn

n

k
n

， 

( )[ ] 2log1log
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1

1

11lim 1
0

1

0

1

0

=+=
+

=
+

òå
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=
¥®

xdx
x

n
kn

n

k
n

 

よって，はさみうちの原理により， 2loglim =
¥®

nn
b  
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５ 
(1) 

 題意と任意の点 P に対して常に k=
OP
OP'

（ 0>k ）が成り立つことは同値であるから， 

P ( )ba , （ ba , は任意，ただし， ba , の少なくとも一方は 0 でない）とおくと， 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+
+

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

ba
ba

b
a

dc
ba

dc
ba

'P  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22222222 2OP' babababa dbcdabcadcba +++++=+++=\  

また， 22OP ba +=  

よって， ( ) ( ) ( ) 2222222222 2 bababa kkdbcdabca +=+++++  

これが任意の ba , で成り立つためには， 

上の式が 2 変数 ba , についての恒等式でなければならない。 

よって， 22222 kdbca =+=+ ， 0=+ cdab であればよい。 

逆に， 22222 kdbca =+=+ ， 0=+ cdab ならば k=
OP
OP'

（ kは実数定数）が成り立つ。 

(2) 

 (1)より 2222 dbca +=+  ・・・①， 0=+ cdab  ・・・② 

 条件より ÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
0
4

3

1
dc
ba

 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
=

÷
÷
ø

ö

ç
ç
è

æ

+

+
\

0
4

3

3

dc

ba
 

よって， 43 --= ba  ・・・③， dc 3-=  ・・・④ 

①，③，④より ( ) 2222
343 dbdb +=+--  834 22 -=++\ dbb  ・・・⑤ 

 ②，③，④より ( ) ( ) 0343 =×-+-- ddbb  bbd
3

3422 --=\  ・・・⑥ 

 ⑤，⑥より 8
3

3434 22 -=÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
--++ bbbb  3-=\b  ・・・⑦ 

⑦と④より 1-=a ，⑦と⑥より 12 =d  1±=\d  ・・・⑧ 

⑧と④より 3=c  

 また， 0>k より， 222 =+= cak  よって，常に 2
OP
OP'

= が成り立つ。 

以上より， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

-
--

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

-
--=

13
31,

13
31A  ・・・（答） 
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６ 
 解法 1：平面 z = t で切断し，必要な面積（被積分関数）を t とθの合成関数にする。 

三角形 ABC を四面体 PABC の底面とすると， 

AB＝BC＝CA＝ 32 ，重心の座標
( ) ( ) ( )0,0,0

3
000,

3
112,

3
330

=÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ ++-+-+-+
より， 

正角形 ABC は，原点 O を重心とする一辺の長さ 32 の正三角形である。 
また，正三角形の内心と重心が一致することから，内接円の半径を r とすると， 

△ABC の面積について， ( ) ( )323232
2
1

3
sin32

2
1 2

++= rp
 1=\r  

よって，底面，すなわち 0=z において，円 122 =+ yx は△ABC に内接する。 
さらに，平面 tz = ( )20 ££ t と PO,PA,PB,PC の交点を C',B',A','O とすると， 

A'C'C'B'B'A' == ( )A'CA//C',C'BC//B',B'AB//A' ， C'ΔPO'B'ΔPO'A'ΔPO' ºº より， 

C'B'A'D は重心をO' ( )t,0.0 とする正三角形である。 

 

x

y

z

O

P 

A 
C 

B 

'C  

'B  

'A  

'O  
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よって， C'B'A'D の周を含む内部の領域のうち， 122 ³+ yx を満たす部分の面積を求め， 

それを tについて積分すればよい。 

コツ 

切断面の平面図形のうち，必要な部分の交点や直線をチェックし， 

それを別の角度から眺めることで，それらの位置や式を媒介変数表示する。 

 

 

 

 

x

y

z

O
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xy 平面上に投影した図 

 

 
  平面 tz = の切断面における題意を満たす部分の面積は，対称性と合同性より， 

DA'O'D の面積から扇形 DEO' の面積を引いた面積を 6 倍したものである。 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

'A  

'B  'C  

D 

q  

A 

B C 

3
p  

E 

C'B'ΔA' は四面体の平面 tz = による切断面 

P 
'O  
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左図斜線部を含む図形を yz 平面上に投影した図 

 
 DA'O'D の面積から扇形 DEO' の面積を引いた面積を ( )tS とすると， 

1EO'DO' == より， 

DA'O'D の面積＝ ( ) qq sin2
2
1sinA'O'DO'

2
1 t-=× ÷

ø
ö

ç
è
æ ££

3
0 pq  

扇形 DEO' の面積＝ q
2
1  

( ) ( ) qq
2
1sin2

2
1

--=\ ttS  

また， 10 ££ t   

よって，求める体積をV とすると， ( ) ( ){ }òò --==
1

0

1

0
sin236 qqq dtdttSV  

y

z

O

( )tt,2'A -  

A 

P 2 

2 

tz =  

t-2  

2=+ yz  

1=y  

E 'O  

1 

1 
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ここで，
6

'OA'D' p
=Ð ， 1D'O' = ，

O'DA'sin
D'O'

DO'A'sin
'AO'

Ð
=

Ð
（正弦定理）より， 

÷
ø
ö

ç
è
æ -= qp

6
5sin2A'O'  

÷
ø
ö

ç
è
æ -=-\ qp

6
5sin22 t  qqp ddt ÷

ø
ö

ç
è
æ -=\

6
5cos2  また， 01 =Þ= qt ，

3
0 p
Þ=t  

よって， ( )tS はq で置換積分でき， 

( )

òò

òò

÷
ø
ö

ç
è
æ -+÷

ø
ö

ç
è
æ -÷

ø
ö

ç
è
æ -=

÷
ø
ö

ç
è
æ -×

þ
ý
ü

î
í
ì

-÷
ø
ö

ç
è
æ -
5

=

3
0

0

3

0

3

1

0

6
5cos6sin

6
5cos

6
5sin12

6
5cos2sin

6
sin236

p

p

p

qqpqqqqpqp

qqpqqqp

dd

ddttS

　　　　

 

さらに，ここで， 

þ
ý
ü

î
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ --÷

ø
ö

ç
è
æ -=

ú
û

ù
ê
ë

é

þ
ý
ü

î
í
ì

+÷
ø
ö

ç
è
æ --

þ
ý
ü

î
í
ì

-÷
ø
ö

ç
è
æ -×=

÷
ø
ö

ç
è
æ -=÷

ø
ö

ç
è
æ -÷

ø
ö

ç
è
æ -

qpqp

qqpqqp

qqpqqpqp

3
5cos3

3
5cos

4
1

2
3
5cos2

3
5cos

2
1

2
1

sin2
3
5sin

2
1sin

6
5cos

6
5sin

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　  

 より， 

3

6
3

2
3

6
3

2
33

3
3
5sin

3
1

3
5sin3

3
3
5cos

3
5cos3sin

6
5cos

6
5sin12

3

0

3
0

0

3

=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+-+=

ú
û

ù
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ -+÷

ø
ö

ç
è
æ --=

þ
ý
ü

î
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ --÷

ø
ö

ç
è
æ -=÷

ø
ö

ç
è
æ -÷

ø
ö

ç
è
æ - òò

　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　

p

p

p

qpqp

qqpqpqqqpqp dd

 

332

6
5cos62

6
5sin6

6
5sin6

6
5cos6

3

0

3
0

3

0

3
0

+-=

ú
û

ù
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ -+-=

÷
ø
ö

ç
è
æ -+ú

û

ù
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ --=÷

ø
ö

ç
è
æ - òò

p

qpp

qqpqpqqqpq

p

p
p

p

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

dd

 

 よって， ( ) pp 2343323 -=+-+=V  ・・・（答） 
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解法 2：平面 y = u で切断 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

z

O

四面体の平面 uy = による切断面を C'B'A'D とする。 

右は円柱の側面と交わらない場合 

左は円柱の側面と交わる場合 

A 

B 

C 

P 

'A  

'B  

'C  

'A  

'B  

'C  
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（ⅰ） 21 ££ u のときの切断面の面積と体積 

xy 平面に投影した図 

 

 

 1
2
1

££ u （青色縦線）のとき重なり， 21 ££ u （赤色縦線）のとき重ならない。 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

A 

C 

P 

2
1  

2
3  

2
3

-  

1 

B 

uy =  'B  'C  

2 

3  3-  

1-  

3
2-u  

3
2+- u  

'A  
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yz 平面上に投影した図 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

y

z

O
A 

P 2 

2 

uy =  

u  

2=+ yz  

1 

1 

u-2  'A  
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 ( ) ( )uuu
-=-++÷÷

ø

ö
çç
è

æ +-
= 2

3
220

3
2'BA' 22

2

， ( )u-= 2
3

2'CA' ， ( )u-= 2
3

2C'B' より， 

 C'B'ΔA' は正三角形 

 ( ) ( )2
2

2
3
360sin2

3
2

2
1C'B'ΔA' uu -=°

þ
ý
ü

î
í
ì

-=\  

 ( ) duuV ò -=\
2

1

22
3
3

 ・・・① 

x

y

z

O

( )uu -2,,0'A  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ +- 0,,
3

2'B uu  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ - 0,,
3
2'C uu  
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（ⅱ） 1
2
1

££ u のときの切断面の面積と体積 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

uy =  

3
2+- u  

3
2-u  

1-  

3  3-  

'A  'C  'B  

2
1  

2
3

-  
2
3  

21 u--  21 u-  

D E 
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 より， C'B'ΔA' と斜線部領域の面積は， 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
¢

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-------=

-+-----=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

----+
+-

=°÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

+-
´

2
3

2222

2222

22
22

2

1
3
214132

3
3

1214132
3
3

12
3

21
3

2360tan1
3

2
2
12

uuuu

uuuuu

uuuuuu

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　  

 ( ) ( ) ( )òòòò
¢

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-------=\
1

2
1 2

3
21

2
1

21

2
1

21

2
1

2 1
3
214132

3
3 duuduuduuduuV  ・・・② 

 

x

z

O

'A  

3
2+- u  

3
2-u  

'B  'C  

32 ++- u  

21 u-  21 u--  

D E 
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①＋②より， 

( ) ( ) ( )

( )[ ] ( )

p

p

p

3
2

3
34

4
3

2
3

3
2

24
35

8
33

1
3
2

2
3

2
1

2
1

3
1

2
14

3
32

9
3

1
3
214132

3
3

1

2
1

2
3

2
1

2
1

32

2
1

3

1

2
1 2

3
21

2
1

21

2
1

22

2
1

2

-=

++-+=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
--÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
××-××-ú

û

ù
ê
ë

é
---=

¢

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

------- òòòò

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　 uuuu

duuduuduuduu

 

よって，求める体積は， pp 234
3
2

3
343 -=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-´  ・・・（答） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


